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;1? MODELD MATEMATICO PARA LA IDENTIFICACION
~ DE PARAMETROS EN SISTEMAS DE AGUAS SUBTERRANEAS

Cuillermo Cabtrera Fajardo (1)

Félix Orlando Pérez Soto (2)

2 RESUMEN

3

~desarrollado un modelo de elementos finitos isoparamétri -
diante el cual se efectia el ajuste automitico de pardme -
lésticos de acuiferos confinados (transmisibilidad y alma-
iento) en el proceso de calibracidén de modelos de simula
- Para ello se plantea una funcidn objetivo MINMAX corres -
nte 2 la minimizacidon de la méxima diferencia en valor ab-
entre el potencial hidridulico simulado y el observado en
ero limitade de nudos de la malla de elementos. Las res -
iones son el cumplimiento de la ecuacign de respuesta dind-
anealizada y limites supericres e inTeriores para los Fard
, dentro de cada elemento. La linealizacién de la ecuacisn
puesta se obtiene de un desarrollo en serie de Taylor en

~los valores del potencial hidrédulico y de los coeficien-
dsticos.

lo probado para casos de solucign analitica conocida,
resultados satisfactorios que sefalan su potencialidad

extender su uso a modelos de sistemas reales.

‘jéniérb Civil, Profesor e Jnvesiigador del Centro de Recur
s Hidrdulicos, Departamento de Ingenieria Civil, Universi-
de Chile.

lyudante de Investigacidn del Centro de Recursos Hidrdulicos,
€partamento de Ingenieria Civil, Universidad de Chile.
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INTRODUCCION _ Nacional de Desarrollo Cientffico y Tecnolégico.

El estudio de modelos de simulacidn matemiticy o
ra describir el comportamiento de sistemas de aguas subtepps. .
reales ha recibido una enorme atencién en los dltimes afos, p. _ 2 4
biéndose desarrollado técnicas que en cuanto a validez y Sofﬁ-~‘ e Desde el punto de vista f1sico:matematico puede de
cacidn abarcan un amplio espectro. -No obstante 1o a“teriort e que el problema inverso de determinacidon de los pardmetros
de las deficiencias que presentan esos modelos es que Nunca cos en un sistema de aguas subterrdneas estd mal planteado,
dispone de una 2justada estimacion de los valores de las Cousr que en general la solucidn no es dnica. En efecto, para
tes eldsticas que caracterizan el sistema acuifero en toda gpRtnscién Gnica’de estos parimetros donde se tiene medi-
érea modelada de modo que se hace necesario realizar un Proce 1 nivel piezométrico en funcidn del tiempo, dichas medidas
de a2juste de pardmetros a fin de verificar gue el modelp efecti. n abarcar todos los puntos del dominio, situacidn que resuTr
vamente representa el sistema estudiado. Dicho ajuste de par josible conseguir en un caso real. Para el caso en gue las
tros se efectia mediante métodos de prueba y error en que gdej QR OIS T 206 bh Rand To 1 IR TN 98" paiitos, qhe S
repetirse la simulacidn numerosas veces hasta conseguir con jtuacién tipica, se ha demostrado la existencia de este pro-
veriaciones arbitrarias de los pardmetros, que 1os niveles fp gmaintrinseco de no unicidad (Chavent, 1974).

ticos o piezométricos simulados se zsemejen a los medidos en a1 jr
) by />t Existen dos formas para enforcar el problema inver

ougs DEL PROBLEMA

gunos puntos del drea de estudio. :
o ‘ge identificacidon de pardmetros. La primera de ellas, que co

& sonde al denominado método directo, requiere conocer a 1o
o del tiempo el potencial y sus derivadas en toda la regidn
flujo, de modo que a partir de las condiciones de borde y 'de
s de caudales conocidos, se obtiene una solucién directa de
ecuacion de respuesta. Por otra parte, en la segunda forma
g solucion, el ndmero de puntos dentro del &rea de estudio don-
conoce el potencial hidraulico es reducido y se debe recu-
r a métodos iterativos que emplean algoritmos de optimizacidn
1985).

A raiz de lo anterior, ha surgido el interés
resolver el problema de identificacidn de pardmetros para ha
mids eficiente el proceso general de simulacién. En este trabaj
se ha desarrollado un modelo matemdtico mediante el cual se g
tia el ajuste automdtico de pardmetros de acuiferos confinado
(transmisiv:iidad y almacenamiento). Fara eilo se piantea
funcidén objetivo del tipo Minmax correspondiente a la minimiza
cion de la mdxima diferencia en médulo entre el potencial hid
Tico calculado y su valor conocido en un ndmerc limitado de p
tos donde se tiene observaciones a lo largo del tiempo. Por ot
parte, las restricciones se refieren al cumplimiento de la ecua-
cién de respuesta dindmica linealizada y 2 1imites superiores e
inferiores de los parémetros. E] modelo gue representa el sis!
m2 se desarrolld considerando elementos finitos isoparamétricos.

Si las variaciones del potencial y sus derivadas
conocen en toda la region del flujo y si los errores en 1las
edidas del potencial son despreciables, la ecuacion de respues-
riginal se transforma en una ecuaciéon diferencial parcial de
er orden que es lineal, del tipo hiperbélico, cuyas incégni-
son los parémetros desconocidos, y que puede resolverse en

Este trabajo forma parte de un proyecto de investi
na directa. Cuando el nimero de observaciones es reducido, se

gacién que desarrolla el Centro de Recursos Hidrdulicos de la B?:
niversidad de Chile para el cual ha recibido financiamiento del
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jciente de transmisibilidad y coeficiente de almancena -
, queda estructurada en torno a dos modelos principales :
o de optimizacidn y un modelo de simulacign. En el pri-
1los se plantea una funcién objetivo formada a partir
ferencias entre el potencial hidréulico, como variable,
'.,Jnnto de observaciones de dicho potencial, teniendo como
cciones las ecuaciones de respuesta del sistema y limites
ores e inferiores para los paridmetros a determinar, En el
de simulacidn se resuelve directamente las ecuaciones de
sta del sistema a partir de los valores de los parametros
g del modelo de optimizacién para asi obtener el poten -
réulico, el que se compara segin algdn criterio con

iﬁ de observaciones de dicho potencial. De esta forma se
ﬁ;fg] grado de representatividad que caracteriza a los paré-
i‘éaiculados.

debe realizar previamente interpolaciones hasta completar la

formacidén requerida. La mala aproximacién de los valoresg qu
ta interpolacidn tenga se propagz 2 la ecuacién de TeSpuesty
de esta forma puecen generar miitiples errores en el result

ado ¢y
ral de asignacidon de valores a los parémetros.

In este Sentide
es necesario recordar gue el coeficiente de transmisibi]ide ;f

especialmente sensible a pequefias variaciones en los Niveleg pi
zométricos. t?

En cuegnto a los métodos indirectos, en que el g
ro de observaciones es limitado, el criterio generalmente usSadg:
€s el de minimizacidn de 1a diferencia entre el potencial caleye

el

lado y el observado, lo que se establece a través de una fup
gue puede ser del tipo directo, minimos cuadrados, o de otra
ma. La ventaja principal de este método es que resulta aplica .
ble a casos reales en que se utiliza la informacién disponible
de datos medides, mientras que 1z desventaja estd en que la mj
mizacion es casi siempre no lineal y no convexa. Los a1gnrit.q

El modelo es aplicable a un sistema acuifero confi
que la ecuacion de. flujo en régimen impermanente es :

P ;o 1 ah 3 ah
ce optimizacidn usados para la minimizacidén parten de un ‘Dﬂiinlj %; (T 5 ) + 55 (1 o ¥ 2% £7¢ %% (1)

to de estimaciones iniciales ge los parémetros, mejorando en yr
proceso iterative hasta que la respuesta del modelo da resuTti‘+

}!uai h = potencial hidrdulico (L); @ representa las fuen -
dos lo suficientemente cercancs a los datos medidos.

tusles de descarga del acuifero (L°/T); 7T es e} coeficien

nsmisibilidad (L*/T) y S el coeficiente de almacenamien
En la literatura existen diversos ejemplos del g

Oe iecnicas oe programacion matemdtica utilizaaas para resoive
el problema inverso de identificacidn de pardmetros. Entre ot
pueden mencionarse procedimientos de bisgueda de gradientes s
(Janhs, 1966), de programacién lineal (Slater y Durrer, 19?1)wf
programacién cuadratica (Yeh, 1975), método de Newton - Rapnscg
{Reuman y Yakowitz, 1979), etc.

La ecuacidén (1) puede transformarse en un sistema
iones diferenciales en el tiempo discretizindola espa

e mediante el uso “e elementos finitos isoparamétricos
erde con el método residual de Galerkin.

R Las ecuaciones asi obtenidas escritas en forma ma-

b i1 conforman las ecuaciones de respuesta del sistema acuife
MODELO MATEMATICO 443 :

58
El modelo que aqui se presenta estd planteado $0-
bre 12 base de un enfogue indirecto. En este caso la prediccion

A(p)h + B(p)h + g = 0 (2)

o identificacidn de los parémetros eldsticos del sistema acuifeg{
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en donde h y p son los vectores de las variables de estadg‘l
tencial hidrdulico) y pardmetros del sistema, respectivap
Las matrices de coeficientes A y B son ahora funciones de
rémetros desconocidos y g es un vector que contiene lgs té
‘ correspondientes a las acciones externas sobre el sisteps (cau,
L les, infiltracién, etc.). iy

El modelo de optimizacién gueda constituidg ent,
ces de la siguiente forma :

Problema A : min max lhy - h?bs| Ve
1

B

A(p)h + B(p)h + g = 0

Bpin S B £ Boax

1 sujeto a :

en donde T es un conjunto que define la ubicacién en e} espac
y el tiempc de las observaciones ﬂ?bs; Pmax ¥ Ppin SON valores

méximos y minimos para los pardmetros.

ma tipica de un problema de programacién lineal introduciendo
una variable adicional y que debe minimizarse, y agregando un
- 19| < . sin

bargo, este Gltimo es un probiema de programacion NoO-ConvexD

nuevo conjunto de restricciones del tipo |h,

sobre las variables de estado y los parémetros del problema,

que aparecen multiplicdndose.

eptimizacién no-convexo en un problema de programacién 1ineal
aplica el método de Newton-Raphson.

d¢as del problema, primero se discretiza las ecuaciones dindmii

cia atrds, usando un incremento de tiempo At.

= T R AR Rk T

sultantes son

e

La funcién objetivo puede transformarse en la ﬁ&f

bido a2 la dependencia no-lineal de las ecuaciones de respuesta

A fin de transformar el modelo de

Para obtener las ecuaciones de respuesta linealiz

de respuesta con un esquem2 implicito de diferencias finitas ha
Las ecuaciones re.
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Bii=~'h
(L )+ BRI b *+g =0 ., n-=1,.., T (4)

E?t es la duracidn del periodo de muestreo y EO es el vec -
. condiciones iniciales del potencial hidraulico en el sis-

Si se tiene estimaciones iniciales de las varia -
"_estado hl y de los paré&metros desconocidos El, entonces
aciones linealizadas se obtienen expandiendo la ecuacign
torno 2 estas estimaciones con una serie de Taylor genera
'y truncando los términos de segundo orden y superiores

2 2 1 1
R - h m h: - h
- “n —n-1 1 1 3A = —-1
] it }YBR) by g, ¢ 20 (g )+
+ j=1 WD ¢
3B 1 2 3 (e 1 2 .1

553| ha 3 (5 - p3) + L —p— + B(pY)) (n2 - nl) -
1
A(p™) 2 1 ;
At (Dﬂ = nﬁ) p: Q n = 1|2l"‘01* (5)
supone que existen m pariametros desconocidos y %g_ es
J

ivada de la matriz A con respecto al pardmetro pj.

Si la ecvacidn (5) se plantea para los n periodos
mpo, entonces las ecuaciones de respuesta linealizadas pue
cribirse compactamente como

6x = b (6)

onde 12 matriz G de coeficientes estd compuesta de los valp-
ocidos de los parametros y de las variables dependientes

un vector que es funcidn de las acciones externas al sis-
cuifero que lo afectan, y de las condiciones de borde. E1
X contiene las variables de estado y los pardmetros para
los periodos de tiempo, es decir
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2 2 2 ' TEORICA Y ANALISIS DE SENSIBILIDAD
x = (hgs By,ennn by p7)

E1 sistema usado parz la validacidn tedrica del mo
¢ent1f1cac1on corresponde 3 un acuifero confinado, iso-
homogéneo y semi-infinito en el cual se tiene un nivel
:co constante debido @ la presencia de un cuerpo de

Finalmente el modelo de optimizacidn queda cqp,
tuido de 1a siguiente forma :

Friot 1’ B min u 'yh extremo (x = 0). Sibitamente ese nivel sube en Ko
B p esa perturbacién se propaga por el sistema (x > 0, t >

. £8s ] coeficiente de transmisibilidad del acuifero es T ¥
sujeto a Ihy = P77 2w lerT acenamiento S, el nivel piezométrico perturbado por so-
PRTTR sicién inicial constante puede calcularse como (Carslaw

1959) :

Pota TP S Paue Bix )= Hy erfc {x/2/T ~ t/5 ) (10)

fc es la funcidn de error complementario.

entonces el siguiente

i) Cbtener estimaciones iniciales de los valores de los par )
tros y variables de estado del sistema. )

Para la implementacién del modelo se utilizé una
elementos finitos isoparamétricos en planta con 3 cua -
erps de lados cibicos conformando un total de 20 nudos (Fi
B Las condiciones de borde en el extremo de aguas abajo
pnsiderado variables de acuerdo al valor que a esa dis -
el origen entrega Ta solucién analftica. El incremento
adoptado es de 100 seg y el larco total del sistema

ii) Generar las ecuaciones de respuesta linealizadas de 1a e
cidon (5) y plantear el problema de optimizacidn (Problema

iii) Resolver el problema de optimizacidon mediante prngramas
lineal {algoritmo Simplex).

iv) fectuar la simulacion directa (ecuacidon (4)) a partir
los pardmetros obtenidos del modeio de OpLImIZacion y ¢
frontarios con los valores observados del potencial usan A fin de efectuar comparaciones y realizar el ans-

el criterio siguiente ensibilidad se.considerd tres situaciones para la rela

la transmisibilidad y el coeficiente de almacenamien-

hebs )2
1  1/S, cuales fueron 10, 50 y 100 m?/s.

€= I (h]
ler

v) Si este criterio es menor gue un vaior preestzblecico Con el objeto de probar la validez del modelo de

» Se procesd este inicialmente para las tres condicio-

detenerse; en caso contrarioc volver a ii).

impuestas y sus resultados se compararon con la sglu -
Aiitica. En 1a Tabla 1 se muestra esta comparacién para
€ D=5 m*/s cont = 100 (s) y 200 (s),suponiendo

) m. En ella se observa que la diferencia es menor de un
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1 el caso D = 50 m?/s es el que mejor se comporta. Los

jmpuestos tanto 2 T como &2 S son : 0.001 (inferior) y

perior) para los casos de D= 10 y D = S50 y de 0.001 (in

: y 0.1 (superior) para D = 100. En los tres czsos los pa

TABLA 1. SOLUCION ANALITICA Y VALORES SIMULADOS D = sg : obtenidos finalmente comcuerdan con los valores correc-
3 o diferencias de 10% para el caso D = 10 m?/s.

1.5% en todos los cesos, observéndose gue esta diferenci,
acentuada para t = 100 s y en los nudos centrales de) Sisten
ra ambos intervalos de tiempo.

t=100s .t =200s B p ,
analftico simulado i analitico simulado " Para apreciar la evolucidn del potencial en el

{m) (m) (m) (m) curso de las iteraciones, en la Figura 3 se presentan los
0.976 0.973 0.983 0.983 . ps de éste cerrespondientes a los nudos 9y 10 (x = 12 m)
0.952 0.545 0.966 0.966 e tiempo t = 100 (s). En los tres casos la convergencia

0.928 0.918 0.949 0.949 c jcamente completa verificidndose el buen ajuste efectuado
0.905 0.892 0.932 0.932 0 modelo de optimizacidn.

0.881 0.868 0.915 0.916 .3 -
0.857 0.846 3 0.899 0.89¢9 0 3 En este primer caso, es decir con 8 nudos con ob -
0.834 0.825 . 0.882 0.882 =1 n de potencial, el modelo se comporta eficientemente ya
0.810 0.805 3 0.865 0.805 - 3 informacidn disponible cubre casi completamente el siste-
- fero por lo que para la identificacidn desde el punto de
del algoritmo es una ventaja. Sin embargo, en los casos
os esta situacidn no es la corriente teniéndose en gene -
asa informacién del potencial en proporcién al total de
os discretizados de la malla de un modelo de simulacién tra-

La validacidn del modelo de identificacidon de
metros y su andlisis de sensibilidad se realizé considerando
tres casos, cada uno con distinto nimero de puntos con obser

cion del potencial. Ademds, se tomd en cuenta diferentes est; .
al. En los dos casos siguientes se aborda esta situacidn

cirse el nimero de nudos con observacidn disponible de ma
Gueé c.lran mencs ce un 20% cel tetal de nudes.

ciones iniciales, tanto de los pardmetros como de los potenc
les y diferentes valores del parametro. a identificar. En lo
sigue se resumen l10s resultacdos obienidos paraz esos Lres cas

Se consideran 4 nudos con observacidn de potencial, cua
los nimeros 6, 10, 14 y 18. Se consideré dos situvacio -
" La primera corresponde a identificar un pardmetro homogé -
de 50 m?/s y la segunda para un valor de 10 m?/s. Sin embar
r2a esta Gltima, al partir de estimaciones iniciales dema -

Caso 1. Se utilizan ocho nudos con observaciones del potenci
los que quedan incorporados en la funcidn objetivo del modelo
optimizacién. Estos nudos son los indicados en la Figura 1
los nimeros &4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 y 18. Las tres sitvacio
consideradas son las que se indican en la Figura 2 correspon 7 i . _ .
tes a diferentes valores del pardmetro homogéneo D a identi €jadas de la sitvacién real 12 convergencia si bien fue

=3 ‘Junto con i i -
En 25, Figurh o apreciarde. evo e ity Wb criteririe Al ded . .J i una buené exactitud en los potenciales alcanza
o 10s parametros obtenidos fueron bastante diferentes al va -

ecto (Figuras 4 y 5). En esto influye la poca sensibili
: potencial en relacidon a2 los pardmetros elésticos en un
tero confinadc. Los l1imites impuestos a los parimetros fue-

ferencias cuadradas (e) hastz gque es menor que un valor
- 5§ x 107° (m), logrdndose la convergencia en las tres s
ciones en menos de 8 iteraciones inclusive. Sin embargo, €n
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tir de estimaciones iniciales de los parémetros y varia-

ron 0.001 (inferior) y 0.05 (superior) tanto para T como pap de estado del sistema,

Otro efecto observado es Que como en todo-algorit-o de prg
cién lineal tipo SIMPLEX la bisqueda del cptimo se‘v. real
por los vértices del espacio factible, de ahi res: ta que
vergencia en cuanto a los pardmetros haya empe:rado para f
de b = 10 m?/s, cuyo valor no corresponde 2 bordes o vgp

¥y luego de linealizar las ecuacio
5* respuesta, la resolucién del problema de minimizar las
encias entre potenciales calculados Y observados se plan

empleando programacidn lineal, y luego se aplica el mode-

’swmulacxon con los paré@metros Gptimos calculados

para
car los potenciales.

En el caso de la validacién tedri
s valores del potencial obtenidos de la solucidn anali-
del modelo de simulacién de elementos finitos isoparamé-
y del modelo de identificacign
observaciones son muy parecidos,
alcanzar hasta un 7%,

factibles del espacio de soluciones.

Caso 3. Se considerd s6lo 2 nudos con observacién :e pote
jndicados por los nimeres & y 14. Se probé tamb1enD 05 sit
nes, correspondientes a valores de D'= 5? m/s y ; 13 nut
Los resultados de la aplicecién del cr1ter1o de fuma .S 1:
cias cuadradas (e) indican gque para la prlme:a stt:::1:n la
vergencia es rapida (5 iteraciones). Los va o:es‘ : Z es
rimetro a determinar son los correctos en dos e1 : rc:sos
dos y resultaron con una diferencia del 16% enfe m:s ‘::;*
cuanto al caso de 0 = 10 m?/s la convergencia uet o
jdentificacién del pardmetrc fue muc?o més 1nefac 2 ‘

i Esto puede deberse a las mismas cons1derac1an?s
M En cuanto al potencial simulado en cada ite

con un nimero aprecia-
salvo diferencias que

dependiendo del valor del paréme
= T/S, el cual varia desde 10 m?/s hasta 100 m?/s.

xrtante partir con estimaciones de las variables de es-
arémetros y potenciales),

que sean lo mds cercanas a
yalores verdaderos,

Ya que de esto depende en gran medida,
verifique efectivamente la convergencia y que sea al
ripidamente,

Esto sugiere que debe efectuarse previa

la aplicacion de un modelo de identificacion una cui-

eleccion tanto de los valores iniciales para los paréd-
, como de los valores que tendria o debiera tener la

ibucion del potencial en el sistema para las condiciones
por la situacién real,

en el casoc 2.
pudo observarse que la convergencia es buena, 1legéndose

tod
mino de las iteraciones a los valores correctos en todos
sps probados.
El modelo presentado en este trabajo, pretende usar
entificacidn de pardmetros de un sistema real de aguas
as, cual es el de la cuenca Chacabuco- -Polpaico, en

CONCLUSIONES Y RECOMEKDACIONES

ajo ece traer 5
r nie ] u den ex a8 se las
DE] P ese t trab J P

tes Coilclusiolles - ﬂ'l'srr'as

 x lema inversc de
: esolucign del prob
a) E1 planteamiento y T de aguas subterrdne

ficacién de parametros en sistemas conven‘eatﬁ‘”
tudiados mediante modelos de simulacion, es o
u

diante métodos indirectos, aplicables a
3, s del nivel piezométri
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CASD 2 CUATRO PUNTOS CON OBSERVACION DE PUTENCIAL

POTENCIAL SIMULADO EN CADA ITERACION EN

X=12m 12100s

FIG.3 CASO
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FIG S CASO 2 POTENCIAL SIMULADO EN CADA ITERACION EN

X=9m t=100s
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RESUHMENR

+ {1 Se presenta una invest;gac1on preliminar que
me objetivo principal analizar una metodoiogla para estimar en
-ecta -y en suelos imalterades- la evaporacion del agua subterréines
el suelo de salares, utilizando la teoriaz de flujo en medios permea
urados. Las mediciones en terreno se efectuaron en el Salar de Be
pa del Tamarugal (Provincia de Jouigue).

Se asume gue la evaporacibn es 1ndepend1ente

aporante de la aimésiera, siendo exclusivameute depencicnle de le

conduccion del perfil vertical de suelo sobre el nivel saturszdo.

evaporacion es calculada entonces suponierndo régimen permarnente ¥

las expresiopes propuestas por Philip ¥ de Vries (1957) para descr:
miento de humedad.

Se conciuye cue lz metodelogia es adecuada

r valores medios diarios, siendo recomendzble definir las funcio -
risticas de retencidn de humedad y permeabilidad no saturadz  de
invelucrados, a partir de medicicnes en terreno. Como resultados
£e obtienen tasas de eveporacién de ©,%4 y 0,60 mm/dia, para pro
el nivel freitico de 1,50 ¥ 7,00 m, los cuslec son consistentes
ciones lisimétricas de Toro (19‘?) realizzdos en la zona de FPintg
del Temarugal).

ero Civil. Direccibén General de Aguas.




